Capitulo 6

BASES

® Suponha-se que W/ =< v;,..., v, > éumsubespagode R"e
que {vi,....Vk} €um conjunto de vectores linearmente
dependentes.

Suponha-se que ¢ |Vp| que € combinagao linear dos restantes v,
=1,....p-1, p+1,..k.

W =< Vi oo Vp—1, Vo1 Vg 2
Observacao:
Repetindo este processo, um numero finito de vezes, pode retirar-
se, um a um, todos os geradores de W que sao combinacao linear
de outros geradores de W. No final teremos apenas os geradores
que “realmente interessam”. ~

Um conjunto de geradores
linearmente independentes

Definicao: Base de W
Um conjunto de vectores Vi, ..., Vk de um subespaco W
é uma base de W se
1. Vvi,...,Vk sdo linecarmente independentes;
2.V1,.. -, Vk gera W,ouseja,se W=<wvi.,....vg >
Exemplos:
o R'=<e.e, ...,e, >emque e, e,....e, sa0o 0s vectores

canonicos de R".
Como o conjunto formado por estes vectores € | independente

entao {elsezr'”ren}

¢ uma base de R"”, chamada base candnica de R”.



o Sendo W =< (1,2,2),(0,1,1),(2,4,4) >, porque

(2,4,4) =2(1,2,2)
entao

{ (1.*2.*2)5(051! 1)!(2545 4) } nao é um base de W.
Mas,
W =< (1,2,2), (O, 1, 1) >,

e como (1,2,2),(0,1,1) sao linearmente independentes entao

{(1,2,2),(0,1, 1)}
é uma base de W.

© O conjunto
{(1,1.1),(0,1,1),(1,0,0)}

n3o é uma base de R>. N3o é linearmente independente.

O O conjunto
{(1.1.1).(0,1,1)}

n3o é uma base de R3 porque n3o gera R3.
© O conjunto

{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}

é uma base de R3.

Convencgao:
No caso de W =< Op» >, convenciona-se que a sua base é o
conjunto vazio, (.



3
Pode ter-se duas bases de um mesmo espago com um numero

diferente de elementos?

Proposicao:
Todas as bases de um subespaco de R" tém o mesmo niimero de vectores.

Definicao:

Se W é um subespaco de R"”, chamamos dimensao de W e denotamos
por

dim W,

ao nimero de vectores de qualquer sua base.

Exemplos:
1. Se W = {0Opn} entdo dim W = 0.

2. Uma recta de R" que passa pela origem tem dimensao 1.
3. Um plano de R"” que passa pela origem tem dimensao 2.

4. R" tem dimensao n.

5. O subespaco W =< (1,2,2),(0,1,1),(2,4,4) >, tem como base o
conjunto
{(1,2,2),(0,1,1)},

pelo que
dim W = 2.

Alguns Resultados Sobre Bases
Teorema:

Se W um subespaco de R" de dimensao k entdo qualquer
conjunto § = {v.. ... V!{} com k elementos linearmente

independentes de W constitui um base de W.



Exemplos: dim R3=3. Como o conjunto
{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}

é constituido por 3 elementos de R3 1. Independentes entdo
é uma base de R3.

Teorema:
Sejam W um subespaco de R" de dimensdo k e S um conjunto de

r <k elementos linearmente independentes de \/V.
Ent3o, existe uma base de W que contém os vectores de S.

Dem: Se S=1{wv,....v}

€ um subconjunto de W constituido por elementos linearmente
independentes entido, se S ndo é uma base € porque S nao gera
W tendo-se r<k. Assim,

existe s; € W que ndo se escreve como combinacao

linear dos vectores de S. Mas entdo, o conjunto

¢ linearmente independente. Se T; ndo é uma base de W, repetimos o processo

anterior
Este processo tem fim uma vez que ao obtermos k vectores

linermente independentes de W teremos uma base de W. g

Corolario:
Qualquer subespaco de R" tem uma base e a sua dimensao é menor ou

igual a n.

Exerciciol: Considere o conjunto de vectores l.independentes

S=1{(1,1,1),(-2,-2,3)}
Determine uma base de R3 que contenha S.



Proposicao:

Se S ={w,....vi} é uma base do subespaco W de R", entdo qualquer
vector u de W se escreve de forma tnica como combinacao linear dos
vectores de S.

Dem:
Como W =< vq,..., vk >, se u € W, existem escalares a1, aa, ..., v

tals que
U= v V] + Vo + ...+ v Vk.
Suponhamos que u se escreve de outra forma
u= 31 V1 + jg Vo + ...+ 3;( V.
Entao,
O=vu—u=(a1—Pi)vi+ (a2 — Bo)va+ ...+ (ak — Br)vk.
Porque S é linearmente independente,

X1 — 31 = O, ¥p — 32 = U, N & 5k =0
ou seja,
ap = B, o = Bo, ..., ) = F.
E a forma de escrever u como combinacdo linear de vq..... Vi € nicam

Teorema das Dimensoes

Teorema:
Sejaf: R" — R™ uma aplicacao linear. Entao,

dim Nuc f +-dimim f = n.

Dem:

1°Caso) Se f = 0, entdo Nuc f =R" e Im f = {Opn}.
Logo o Teorema verifica-se.

2°Caso) Suponhamos que f # 0.  (Logo Nuc f# R")
Seja B=1{vq,...,v;} uma base de Nuc f ¢
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By ={vi,...,Vj,...,Vy} uma base de R". By \ B # ()

Tem-se que

FR™) = Im £ =< F(v1),..., F(V})s.. . F(v) >

ecomo (V)= = f(Vf)=O, entdo
Imf =< 1f(vjg1),....f(vn) > .
Por fim mostre-se que os elementos f(Vj+1), I f( Vn) sao

linearmente independentes.

Para tal suponha-se que nao o sao, ou seja, suponha-se que

existem escalares d;+1, - - - . dn, nao todos nulos tais que
aj_|_1f(Vj_|_1) + ...+ a”f(v”) — Ogm,

e mostremos que se chega a uma contradicao.

Ora, como f ¢ aplicacao linear, vem

f(aj+lvj+1 + ...+ a‘”b’”) — OIRm

Mas entao,
Ajt1Vigr +. ..+ anvp € Nuc f =< vy,... v, >.
Assim, existiriam escalares by, ... bf' tais que

3J,.|.]_Vj_|_]_ _I_ PR _|_ 3”1"” — b]_V]_ _I_ P _|_ ijj'

Donde,

bivi + ...+ ijj =+ (—aj+1)Vj_|_1 + ...+ (—a”)vn = Opn,
para algum dos 4;+1,- .., dn nao nulos. Mas isto € impossivel
pois Bi={vi,...,Vj,...,Vn} § base de IR".
Conclusio: Im f =< f(Vj+1),....f(vs) >, com
f(VjH)v T f(Vn) vectores linearmente independentes. Logo,

Assim, dim Nuc f = j, dimIm f = n — j pelo que
dimNuc f +dimimf =n. =



Definicao:
Seja B={v1,vy,..., vk} uma base ordenada (isto &, a ordem dos vectores
em B é fixa) do subespaco W de R". Se

U=aivy+av+...4+ arvk,
dizemos que as coordenadas de v na base 5 sao

ar,az,....,ak ouque,  (ar, az,...,ak)

é 0 k—uplo de coordenadas de v na base B.

Matriz de uma Aplicacao Linear

fr R —R™ 7 N\, M
aplicacao linear matriz candnica

Definicao:
f: R" — R™ uma aplicacao linear
/ \ 2/ ! !
[g:{V]_,..;;,V”} ){j :{.V]_!!ff?VnT}
base de R” base de R™

NS

M(f; B, B")
Matriz de f em relagdo as bases 5 e B’ (m x n)

!

Matriz cuja i-ésima coluna € o m-uplo das coordenadas
de f(v;) nabase B, i=1,...,n.




Exemplo: f: R® — R’
(x.¥) = (x+2y.3y,—x+y)

B=1{(21),(0,3)} — Basede R?
B =1{(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)} —» Base de R>
2 M(f;B,5') 2
f(2,1) = (4,3,-1)=4(1,1,1) — 1(0,1,0) — 5(0,0,1)

f(0,3) = (6,9,3)=6(1,1,1)+3(0,1,0) — 3(0,0,1)
Assim,

4 6
M(F:B,B)=| -1 3
5 -3

® Reparemos que a matriz canonica de f (matriz de f em relacao a base
candnica de R? e & base candnica de R?) é
PR
Mf=1] 0 3
-1 1

f(1,0) = (1.0,-1) e f(0,1)=(2,3,1).

Observacao: A matriz candnica de um aplicacio linear

f . R” RH’T
& a matriz de f relativamente as bases candnicas de [R"e R™,
isto é




My = M(f;b.c. de R" b.c de R™)

Matriz Mudanca de Base
Considere-se a aplicagao linear

idp2 Rz—}lﬁiz, (x,y) — (x.y)

Sejam B = 1{(2,1),(0,3)}, B: a base candnica de R?

o

pois

pois

pois

Matriz mudanga de Base (B, B3;)

M(jdmz;,@, Bl) = [ f g ]

idp2(2,1) = (2.1)
idg2(0,3) = (0, 3)

2(1,0) + 1(0,1)
0(1.0) +3(0,1)

Matriz mudanca de Base ( By, B)

6 3

L)
M(;dmg;ﬁl,m:[ ;. ]

idp2(1,0) = (1,0) = %(2, 1) - %(0,3)

1
idp2(0,1) = (0,1) =0(2,1) + §(O, 3).
Matriz mudanca de Base ( B1, B1)
. L 1 0O
M(Idmz; Hl,ﬁl) = [

0 1
idg2(2.1) = (2.1) = 1(2, 1) + 0(0, 3)

id2(0,3) = (0,53) —0(2.1) + 1(0.3).




Observacio: M(idpn; B, B) = I,.
Definicdo: Sejam B e Biduas bases de R".
Chamamos matriz de mudanca de base (5, B31) a matriz

M(idgn; B, B1).

Qual a importancia da matriz de uma aplicacao linear e da
matriz mudanca de base?

® Considere a aplicagéo linear f : R? — R’
(z,y) — (=2 + 2y, 2y, 3y)

B={(1,1),(0,1)} — Base de R?

B'=1{(1,1,1),(0,1,1),(0.0.1)} —» Base de R
M(f;B,B) =?

F(1LT) = (1,2,3) = 1(1, L(H_lﬁl,lj
F0.1) = (2.2.3) = 2(1. 0(0.0.1}
1 27
M(f:B.B)= |11 J
10 _ 9

1) Usando a definicdo de f, f(3.* 2) - (1.* 4, 6).
2) Usando a matriz ﬂ'f(f; 5, 5!), (3,2) = 3(1.1) = 1(0, 1)

1 2 , 1
M(f;B,B)=1|1 1 [1] 2

‘ 10 3




1(1,1,1) + ‘3(0 l l)+‘3(ll 0,1) = f(‘3 ‘))

Proposicao: Sejam i : R" — R™ uma apiicacao iinear,
B={wv,...,v,} uma base de pn »

B ={vy,...,v,,} uma base de R™.

Se (by,..., b,) s@o as coordenadas de um vector u de R" na

base B entdo as coordenadas de f(u) na base B’ sdo dadas
por (a1,....apm) tal que

by a1
M(f;B,B') : —
i bn i | Om |

Corolario: Sejam B e By duas bases de R".
Se (b1, ....by) szo as coordenadas de um vector u de R” na
base B3 entdo as coordenadas de v na base By é (aq,...,a,)
tal que

by a1

M (idn: 13, B1)

Xy

M( ."‘G&En . f;]_ . )]:g)

M(idgn: B, By)

Qual a relagao entre

Proposicao:

M (idgs; By B) = M(idgo; 5. B) ™

Dem: Usando as hipdteses do Corolario , temos que

¥q

M(idgs; By, B)M(idgs; B. By) = M(idg»; By. B)




ouseja, M(idg»; By, B)YM(idpn; B,B1)=1,. m
Qual a relacao entre as matrizes de um aplicacao linear
relativamente a pares de bases diferentes?

M(f; B, B |M(f; By, By)|?

Teorema:

Seja f - R" . R™ yma ablicac3o linear:
B e By duas bases de R" R/ e B} duas bases de R"™.

|
Entio,

M(f; By, By) = M(idgm; B', By)M(f; B, B'YM(idgn; By, B).

Dem:

Sejam u € R" e f(u) € R™  considere-se

U<> (b1,...,by)  coordenadas de % na base B

)
(c1,...,€p) coordenadas de ¢ na base D1

flu)<< : (o1.....@m) coordenadasde J (%) nabase B’
(G1..... 3.)  coordenadas de J (%) nabase Bi

Assim, da definicao das matrizes de uma aplicagao linear tem-se,
C1 _,31
M(f: BB | | =

Por outro lado,




M(J’ldﬁm . JE;!,

M(Id]gm ;f

M( f-dRm . )ﬁ'f,

a1

M(f.dﬂgm : )G!! }31)

x m

Assim se conclui a igualdade da matrizes.

BI)YM(f; B,

B)YM(f: B, B'YM(idgn; B1, B)

3)

By)M(f; B. B')M(idws; By 5)

Diagrama: (Para nao esquecer o resultado anterior)

N

B I:q B’

Suponha-se que conhecemos M(f; B, [ﬁ"r) e queremos obter, a

sua custa, a matriz M(f; By, By).

?('

R.ﬂ

I‘G&E n

Vool

'S Rm
Bi—» B

T

?

I.G&E m

(A que quero saber)



B > B (A que sei)
R”’ > RH]‘
f

M(f: [*31,[15'"1) = M(idgm; H",H;)M(f; B, H")M(ﬁaﬁgn;ﬁl,[ﬁ).
Exemplo: Determﬁwemos a matriz da aplicacido linear

f: R® — R?
em relacdo as bases B = {(1,0,0).(0.0,1),(0,1,0)} de R?

B: ={(0,1),(1,1)} de R?
1 0 2
—-1 2 2|

Ora, M; = M(f; b.c., b.c.). Recorrendo ao digrama

F
2
R3 > R ? (A que quero saber)

Li—» Hq T

I‘d]]g:-'. i T fd@g

|

sabendo que

L b.c » b.C (A que sei)

2

R3 » R

]C
Entao,
M(f; By, By) = M(idp2; b.c., B]) M M(idps; B1, b.c.).
A\ ~ J A\ ~ J
? ?

O O =
= O O
O = O

‘ ‘ (l* [:]) - _1([:]* l) + l(l l) Facil porserescre@



1
([:]* l) — 1(01)+0(ll) vectores de Hl nab.c.
Logo,

100
ey -1 1] 1 0 2 [-2 0 2
M(’c’bl‘bl)_[1 0”—1 2 2”3 El) 31[1 2 0]'

Exemplo:

Determinemos a matriz da aplicacao linear
f: R — R’

em relacao as bases
B=1{(0,1),(1,1)} de R?

B = b.c. de R3 sabendo que
-4 o -
Mc=1 -5 0
Ora, M;s = M(f; b.c., b.c.). Recorrendo ao digrama
5 f
R > R?’ ? (A que quero saber)
B_____, bct
iy i T il
v b.c » D.C (A que sei)
R? > R3
?C
Entao,
M(f; B, b.c.) = M(idps; b.c., b.c.)M¢M(idg2; B, b.c.).
g / G J
> 3

0 1
; 1



Logo,



